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l)ber die elastischen Eigenschaften der 
hochmolekularen Festk/srper 

"V'on 

H. DOSTAL 

Aus dem I. Chemischen Universit~tsinstitut Wien 

(Eingegangen am ~2. 11. 1987, vorgolegt  in  der Sitzung am 20. 1. 1938) 

An der bisherigen Betrachtungswdse der elastischen Eigenschaften der 
Hochmolekularen werden zwei Korrekturen angebracht, deren eine durch die im 
Kleinen wirksame Viscositat des Systems, deren andere durch die Raumbean- 
spruehung der Molektile begriindet ist. 

1. Grundlegende Betrachtungen. 
Es darf auf Grund der Arbeiten von K. H. MEYER 1, von  ORNSTEIN ~, 

yon E. GuT~ und H. MARK 3 sowie von W. KUHN t als bekannt vor- 
ausgesetzt werden, dab die elastischen Eigenschaften der Itoch- 
molekularen, fiir die der Kautschuk als typischer Vertreter 
gelten kann, im wesentllehen statistisch vernrsacht s;nd. Damit 
ist gemeint, dail die zu einer Deformation erforderliche Arbeit 
dadurch bestimmt ist, dal~ der deformierte Zustand einer gerin- 
geren Anzahl mikroskopischer Re~lisierungsmiiglichkeiten ent- 
sprieht als der nichtdeformierte. Die geschilderte Arbeit wird 
durch die Zunahme der freien Energle 

(1) F = U - -  TS  

gemessen, wobei die innere Energie U im idealen Fail bei der 
Deformation invariant bleibt. Ist  diese ideale Bedingung nicht 
erfiill~, so tr i t t  zu der geschilderten ,,Entropie-Elastizitgt" elne 
zusi~tzliehe ,Elastizitgt infolge der potentlellen Energie" (kurz: 
U-Elastizlt~t), die man naeh dem Kriterium der n~herungsweisen 
Temperaturunabhgnglgkelt empirisch absondern kann. Erfahrungs- 
gemgB steht bei den kautschukartigen Kiirpern die Entropie- 
e]astizit~t im Vordergrunde. 

Zur Bestimmung der zur Deformation erforderliehen Arbeit, 

i K. H. MEv~a und C. F~aRr, Helv. ehim hera 18 (1935) 570. 
OR~STE~N, WOUDX und EYMEaS, Proe. Akad. Amsterdam 33 (t930) 273. 

s E. GuvE und H. MARK, Mh. Chem. 64 (1934) 93; Z. Elektrochem. 43 
(1937) 683. 

4 W. KuHN, Kolloid-Z. 76 (1936) 658. 
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sowie welter der elastisehen Koeffizienten hat man die in (1) 
eingehende Entropie naeh der BOLTZ~A~CNschen Gleiehung 

(2) S = k  In W 

auf eine Wahrscheinliehkeit zuriickzufiihren, und zu diesem Zwecke 
eine vergleiehende Abziihlung der Rea]isierungsmSglichkeiten der 
verschiedenen Deformationsstufen vorzunehmen. Diese Abz~hlung 
mull auf Grund yon Modellvorstellungen erfolgen, fiir deren 
niihere Festlegung einerseits die aus anderweitigen Quellen be- 
kannten Eigensehaften molekularer Systeme, andererseits die 
Kontrolle der beobachtbaren Folgerungen dureh das Experiment 
mallgebend sein miissen. 

Die wichtigste Nal3zahl der Entropie-Elastizit~it ist der auf 
sie beziigliche Elastizit~tsmodul im HoOICEsehen Bereich, wobei 
als gooI(~seher Bereich bekanntlich das Gebiet der Proportionalit~t 
yon Dehnung und Spannung, also ein gewisser Bereich kleiner 
Dehnung bezeiehnet wird. Ein Elastizit~tsmodul ~ wird allge- 
mein wie folgt definiert: Damit makroskopisch eine Dehnung 
im Verh~ltnis (1+;~): 1 relatlv zum t{uhezustand entsteht, mull 
eine Spannung s-~-~.t angelegt werden. Ffir die Entropieelasti- 
zitEt ergibt sich der Elastizit~itsmodul wegen (1)proportional 
der absoluten Temperatur, so datl man schreiben kann 

(3) T.Z. 

Dies gilt s k]eine t-Werte und ist ein Gegenstiick zur Zu- 
standsgleichung des idealen Gases 

R T  (4) p - - - - - -  

wobei ~ also mit tier Gaskonstante R korrespondiert. 

�9 Die hochmo]eku]aren FestkSrper zeigen auller der Elastizit~tt 
noch einen weiteren Entropieeffekt: die Differenz der spezifischen 
W'~rmen bei konstanter Spannung und konstanter L[inge. Nan 
kann jedoch ohne Eingehen auf die statistische Zustandsver- 
teilung zeigen, dall diese Differenz nach der Gleichung 

mlt dem soeben eingefiihrten Elastizit~tskoeffizienten zusammen- 
h~ingt, ttierbei sind die spezifisehen W{irmen C, und C~ auf die 
Volumeinheit bezogen. Das Gegenstiick beim idealen Gas lautet 

bekanntlich 

(6) C~-- C~ = R, 
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worln Cp und C v die auf das Mol bezogenen W~rmekapazir 
bedeuten 5 

Die Bestimmung der spezifischen W~rmen k~nn somit nieht als 
unabh~ngige Informationsque]le neben dem Studium der e]astischen 
Eigenschaften herangczogen werden. Dagegen kann die Kenntnls 
tier eben betrachteten Differenz a]s Hilfsmittel zur Abtrennung der 
U-Elastlzit~t dienen, soferae man hiefiir nicht mit der Tempe- 
raturunabh~ngigkeit der U-Elastizit~it das Auslangen ~indet. 

!i. Ober Vernetzungen in hochmolekularen 
FestkOrpern. 

Unter Vernetzung versteht man die Erscheinung, dal3 zwi- 
schen Kettenmolekiilen, die an einer Stelle r{iumlich benachbart 
sind, eine Verbindung dureh eine Hauptvalenz enisteht, so dal] 
also, yon einer solchen Stelle an gerechnet, kiinftig nach vier 
(in Ausnahmsf~llen drei) Richtungen eine Hauptvalenzkette sich 
fortsetzt. Die Vernetzungsreaktion ist eine unvermeid]iche Folge- 
reaktion der Polymerisationsreaktion und dann besonders hervor- 
tretend, wenn die Folge der C--C-Bindungen perlodisch dureh 
C~C-Bindungen unterbrochen wird, wie dies z. B. beim Kautschuk 
der Fall ist. (Vom Cel]ulosetypus wird in dieser Arbeit stets ab- 
gesehen.) Beim u yon C---~C-Bindungen kann die An- 
zahl der Vernetzungsstellen pro u die ,,Vernetzungs- 
dichte", durch die Prozesse tier Vulkanisation nahezu unbegrenzt 
gesteigert werden. Auch bei den anorganlsehen Hochmolekularen 
(Phosphornitrilchlorid, elastischer Sehwefel) miissen Vernetzungen 
vorhanden sein. 

Die EJgenschaften der hochmolekularen FestkSrper ~ndern 
sieh bei weitgehend ubnehmendem Vernetzungsgrade in dem Sinne, 
dal3 die Elastizit~t gegeniiber einer gewissen Plas t iz i t~  einiger- 
mal.~en zurfiektritt - -  vorausgesetzt, dal3 die unvernetzt ge- 
reehnete MolekiilgrS~e unter einer gewissen Schranke bleibt. 

Soferne die Vernetzungsdichte klein bleibt, wirken sich die 
Vernetzungen im wesentliehen blol3 im Sinne elner Verl~ngerung 
der mittleren Kcttenl~inge aus. Bei gro~er Vernetzungsdichte gel angt 
man jedoeh zu einem System yon I~ingen, durch welches grSl~ere 
Entfernungen tiberbriickt werden kSnnen. Schliel~iich kommt man 
za einem Zust~nd, in welchem man yon einem C-Atom ~uf dem 
Wege fiber Hauptvalenzketten zu relativ grol3en Entfernungen 
fortsehreiten kann. Da in diesem Falle zahlreiche einander dureh- 

5 ~ en t sp r i ch t  also genauer  der  . G a s k o n s t a n t e  pro Volumeinhei t" .  
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dringende Netze yon ttauptvalenzketten vorliegen, erscheint die 
Bezeiehnung ,,u ~ gerechtfertigt, Man erkennt, dal3 im 
vorliegenden Falle die fiir die Entropie ma6gebende Anzahl yon 
I~e~lisierungsmSgliehkeiten infolge der Raumbeanspruchung der 
Einzelketten erheblieh vermindert erseheint. 

Es ist notwendig, an dieser S~elle hervorzuheben, da6 die 
Vorstellung tier Netze yon ttat~ptvalenzketten, welehe einander 
durehdringen, nicht immer ganz w6rtlich genommen werden darf. 
Es ist bei kleineren Vernetzaegsdichten nieht sehr wahrsehein- 
lich, da6 man yon einem vorgegebenen C-Atom fiber ttaupt- 
valenzketten zu diesem Atom zuriiekkehren kann. Noeh seltener 
wird die MSgliehkeit sein~ fiber Hauptvalenzketten etwa zu einer 
mak~oskoi)ischen Distanz fortzuschreiten. Alle diese Dinge werden 
jedoeh angen~ihert erffillt sein, soferne man z. B. s da6 
auf Wegstrecken yon je 200 Angstriim ei~mol ein Kettenmolekfil 
naeh freier WaLl mit einem maximal 4 Angstriim entfernten 
Nachbarmolekfil vertauseht werden darf. Man kann sieh fiber- 
]egen - -  und wir werden dies ira n~ichsten Abschnitt n~her be- 
trachten --, dal3 die innere Reibung ffir die n~itigen Bewegungs- 
behinderungen sorgt, denen zufolge solche i)berbriickungen mit ~ber- 
brfiekungen durch Hauptvalenzen annfihernd ~quivalent sind. 

Der bier geschilderte Quasi-Vernetzungseffekt ist konse- 
quenterwelse auch dann gegeben, wenn echte Vernetzungsstellen 
fiberhaupt fehlen, vorausgesetzt, da6 die L~nge der Kettenmole- 
k file sehr gro6 ist. Dureh diesen Effekt wird in die Statistik 
tier festen Hochmolekularen ein Viscosit~itselement hineingetragen, 
welches der bisherigen Theorie fehlt. 

!!i. Die bisherige Betrachtungsweise der Entropie- 
Elastizifiit und ihre Berichtigung auf Grund der im 

Kleinen wirksamen Viscosit~it. 

Die bisherige Interpretation der Entropie-El~stizit~t ber~ht 
im wesentliehen auf der u dal3 die Kettenmolekfile 
dureh freie Drehbarkeit bei konstanten Valenzwinkeln gekenn- 
zeiehnet sind. Ist die L~nge des einzelnen Kettengliedes (der 
Abstand zwisehen zwei Drehpunkten) gleieh l, ist ferner =-=:< 
der konstante Valenzwinkel, so ergibt sieh das folgende Wahr- 
scheinliehkeitsgesetz~f~ir die verschiedenen L~ingenzust~inde: 

(7) W(x,x+dx; y,y+dy, z,z+dz)~const, e 2~ dxdydz. 
Monatshefte fiir Chemie, Band 71 11 
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Hiebei bedeuten x, y, z die Komponenten des L~ngenzustandes 
nach den drei Koordinatenrichtungen, welche nach einer nicht 
vSllig gesicherten Annahme yon W. KuEN als voneinander un- 
abh~ngig angenommen werden. 

Z i s t  die Kettengliederzahl, wiihrend b elne L~nge bedeutet, 
welche durch die L~inge 1 elnes Kettengliedes some dutch den 
Valenzwinkel wie folgt bestimmt ist: 

(s) 2 cot 

EtwMge Beschr~inkungen der ~reien Drehbarkelt auf einen Dreh- 
winkelbereich + ~ sind durch die Transformation 

in Rechnung zu stellen und laufen somit auf eine modellm~il~ige 
YergrSgerung des einzelnen Kettengliedes hinaus. 

Aus dem Wahrscheinlichkeitsgesetz (7) folgt ftir die Spannung 
eines einzelnen Keitenmolektiles 

kT L 
(9) s~--a b Lmax" 

ttier bedeu~et L den aktuellen, L., .x  den maximalen L~ngenzu- 
stand des Molekiiles. a ist ein Zahlenfaktor, der von Eins nicht 
sehr verschiedenist.  Man entnimmt aus (9), dag es auf die 
Kettengliederzahl nicht ankommt, da Unterteilungen der Ketten- 
lgnge unter Wahrung des Verh~ltnisses L/L , . , x  am Betrage der 
Spannung nichts ~ndern. 

Fiir die Sp.annung der Einzelkette finden wit also: Un- 
empfindlichkeit gegen Unterteilungen der Kettenl~inge, Empfind- 
lichkeit gegen Einschrgnkungen der freien Drehbarkeit. 

An der Beziehung (9)fg]lt  auf, dal~ der Spannung Null 
die L~nge Null entsprlcht~ wiihrend das makroskopische Kaut- 
schukstiick eine yon Null verschiedene Ruhliinge aufweist. Damit 
hgngt es zusammen, dal3 (9) sich vom formellen Elastizitgtsgesetz 
(3) noch dimensionell unterscheidet: die der Dehnung entsprecliende 
Gr~il3e auf der rechten Seite von (9) ist eine L~inge, w~hrend in 
(3) rechts eine unbenannte Zahl ;~ steht, welche das Dehnungs: 
verhgltnis (1 +k) : 1 bestimmt; d~gegen hat der individue]le L~ngen- 
zustand L keinen greifbaren Zusammenhang mi~ den raakrosko- 
pischen Dehnungsdaten. 

Die Dberbrfickung dieser Schwierigkeit ist W. K c I ~  ge- 
lungen. Er fagt die Entropie al]er ~oleke] der u 
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zusammen derart, dal3 diese naeh ihren einzelnen Lgngenzust~inden 
sortiert, und sodann die Einzel-Entropien dutch Integration naeh 
x, y, z zusammengefaBt werden, wobei jeder L~ngenzustand nach 
Maggabe seiner Wahrseheinlichkeit vertreten erseheint. Die Deh- 
nung ( l + k ) : l  wird in der z-l~ichtung angenommen. K u ~  erhglt 
auf diese Weise fiir die Gesamtentropie pro Volumeinheit den 
Ausdruck 

(lo) 
~2 

(x~-t-~ "-) (t +),)+ (~_~)~ 
+ : r  I x~ + y2 + z'Z \ - -  

- - o o  

aus welchem folgt 

(10a) / 8~8~ 

Hierbei bedeutet Go die Anzahl der Kettenmolekiile pro Volum- 
einheit. Die Konstante Cl steht mit der Konstanten in (7) in di- 
rektem Zusammenhang and f~llt bet der Differentiation heraus. 
Aus ( t0a)  folgt fiir kleine 9~ naeh der Taylorentwieklung 

and wetter das Kraftgesetz fLir die Entropieelastizit~it 

(11) dF aS s ~ - ~ - ~ - - -  T ~ d ~ 3  G o k T. L 

Der Elastizitfitskoeffizien~ ~ aus (-3) wird also jetzt 6 

(12) ~ ~ 3 Go k. 

1 l - - I  dy dz, 

Wir erhalten also fiir die beobachtbare Elastizit~t: Emp- 
findlickkeit, gegen Unterteilung der Kettenliinge (well Go ver- 
grgSert wird), dagegen Unempfindlichkeit gegen Einschriinkungen 
der freien Drehbarkeit (well solche an Go niehts gndern) - -  in 
genauem Gegensatz zum Verhalten der Einzelkette. Da ist nun 
ein Vergleieh mit der Erfahrung m(iglich: die u der 
Yernetzungsstellen bedeutet j a bet kleinerer u vor 
allem eine Verl~ingerung der mittleren Kettenl~nge. 

Die Erfahrungen iiber den Einflul3 vermehrter Vernetzungs- 
dichte best~itigen zweifellos nickt die geforderte Proportionalitgt 

6 Erweiterungen, welche W. K u ~  im Hinblick auf die Entropien der 
Querausdehnang vornimmt, betreffen blog einen unwesentlichen Zahlenfaktor. 

11" 
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yon Go und der Spannung. Auch ansehaulich betrachtet ist das 
Resultat etwas absurd. 

Hier ist es an der Zeir sich der in Abschnitt II  betrachteten 
Quasivernetzung zu erinnern. Wir haben einfach der Kc~schen 
Formel eine fingierte Kettenl~inge zugrundezulegen, welche durch 
die Masehenweite der Quasivernetzung bestimmt ist. Aueh Go, 
die Anzahl Ketten pro u ist in entsprechender Weise 
fingiert anzusetzen. 

Wie grotI ist nun die Maschenweite der Quasivernetzung 
anzunehmen? Die Quasivernetzung ist ein Viscosit~itseffekt. Be- 
wegungsbehinderungen infolge Viscosit{it sind dadureh gekenn- 
zeiehnet, da$ sie mit der Gesehwindigkeit proportional sind. Eine 
GrStle von der Dimension einer Geschwindigkeit ist hier aber 
ohne weiteres gegeben: der Mittelwert 

der Geschwindigkeit, mit welcher der L~ingenzustand x bzw. y, z 

sich ~indert. Er ergibt sieh wahrseheinlich proportional der Ketten- 
gliederzahl Z. Die ilngierte MolekiilgrSi~e ist also derart zu er- 
stellen, daft man mit diesem Mittelwert an die Grenze der Be- 
wegungsbehinderung infolge Viscosit~it ge]angt. Eine n~ihere Unter- 
suehung dieser fiir die Entropieelastizit{it grundlegenden Ver- 
hMtnisse wird in n~ichster Zeit verSffent]icht werden. 

t~brigens sehwebt bei W. Kvsx (1. c. p. 263) anl{il31ieh der 
Herleitung vou (10) eine ghnliche Bewegungsbehinderung vor, 
die jedoeh nicht ausdriieklieh gekennzeicbnet ist. 

Experimente]l ist die Quasivernetzu~g wohl am ehesten bei 
der Kinetik der Relaxationseffekte zuggnglieh. 

IV. Der EinfluB der Raumbeanspruchung der Molekfile 
auf die Bestimmung der Entropieelastizifiit. 

Wir baben endlich an der statistischen Entropieformel noch 
diejenigen Korrekturen anzubringen, welche tier VAN 9 ~  WAALS- 
schen Korrektur an der Gasglelchung entsprechen. Da das vAx DE~ 
W~ALsscho a tells der Korrektur yon Abschnitt IiI  entsprlcht, 
teils der U-Elastizit~t entspricht und daher aus unserem Bereich 
einigermal~en herausfiihrt, betrachten wir vor allem das Analogon 
zur VAN DER WAALSschen b-Korrektur~ also die Riickslcht auf die 
Raumbeanspruchung der )[olekiile. Diese Korrektur ist an Glei- 
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ehung (10) in der Weise anzubringen, dab unter dem Integral- 
zeiehen eine weitere Wahrseheinliehkeltsfunktion ~ (x, y, z) hin- 
zutritt, derzufolge diejenigen Konfigurationen, welche mit der 
Raumbeanspruchung in Konflikt geraten, entspreehend nnwahr- 
scheinlich erscheinen. Wit  erhalten auf diese Weise aus (10) 

(10') S =  
,:2 

+ ~  x ~ (x~+y 2) (I+X)+ (,+~)2, ~ . 

 rfa0. (x,y,z) - ~b'* Z e .~ b~ Z I L 18 dxdydz  
+r162 

+ k f f l f l n  ~ (x, y, z) K (x, y, z) 4z dy 4z-~- $l + $2. 
- - c r  

Der (nur gesch:Atzte) Zusatzterm S~ entsprieht demjenigen Be- 
wegungsanteil des Systems, welcher mit der Raumbeanspruchung 
direkt zusammenhiingt; er stellt die Entropie der thermischen Ab- 
stogungen zwischen benachbarten Kettenmo'.ekiilen dar. (K (x, y, z) 
ist eine Gewichtsfunktion, analog den in S~ auftretenden.) Er ist 
entscheidend fiir das Volumen, welches der Festktirper einnimmt; 
dieses Volumen ist n~mlich im Ruhezustand naeh dem Maximum- 
prinzip der Entropie dureh das Verschwinden der Variation der 
Gesamtentropie, also dureh 

gekennzeichnet 7. 

Im Hinblick auf den mutmaglichen Verlauf der Funktion 
(x, y, z), den man sich leleht iiberlegen kann, l~il3t sich der 

erste Term S~ "yon (10') in erster N~herung wie fo]gt schreiben: 

(10") rrr  ~ ] . x~ '+v~+z~  (x~+v ~-)(l+z)-t ~ 

wobei der Einflug der ~-Funkti0n also nur in der Begrenzung 
des Integrationsgebietes zum Ansdruck kommt. 

Die Bereehnnng der Spannung hat genaa analog. (i1) zu 
erfolgen : 

. , a s  . ~ a s ,  ._._ l , ( a , s , i  
(11') s = - - I  ~ - ~ - - / '  a), ~ ax ~ Iz=o ;~, 

Die in diesem Abschnitt eingefiihrte Korrektur kann natur- 
gemii$ erst naeh Durehfiihrung der in Absehnitt I I I  eingefiihrten 

7 Vorher mug auf Musseneinheit umgerechnet werden. 
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Viscosit~tskorrektur sinnvoll angebracht werden. Fiir die Fest- 
]egung der Konstanten A in (10") ist gleichfal]s die Quasivernetzung 
mitbestimmend. 

Zum Schlul~ sei noch darauf hingewiesen, dal3 ~nsere Re- 
sultate dureh Einschr~nkungen der frelen Drehbarkeit nur un- 
wesentlieh beeinflu~t werden. Diese Einsehr~nkungea dfirften 
nur in die Bemessung der Maschenwelte der Quasivernetzung 
wesentlich eingehem Nebenbei bemerkt, di~rfte es ffir die Auf- 
findung soleher Einsehr~inkungen in der Kinetik der Kautsehuk- 
kristMlisation eine unabh~ngige Informationsquelle geben. 

Die vorliegende Arbeit wurde fiber Anregung und mit Unter- 
stfitzung von Herrn Professor Dr. It. MA~K ausgefiihrt, wofiir 
ich hiemit meinen ergebensten Dank ausspreche. 


